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第2讲 旋转基本模型加油站

一、 角含半角模型

练习1

1. ★★★
如图，在等腰直角三角形 中， ， ，点 ， 在边 上，且

，若 ， ，则 的长是            ．

【答案】

【解析】如图，作 ，使 ，连接 、 ，

易知 ， ，

在 和 中，

，

∴ ≌ （ ），

∴ ， ，

∴ ，

在 和 中，

，

∴ ≌ （ ），

2019~2020学年10月江苏苏州工业园区苏州中学园区校初二上学期月考第16题2分
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∴ ，

在 中， ，

∴ ．

【标注】【知识点】等腰直角三角形中的半角模型

A. B. C. D.

2. ★★★
如图， ， ， ，点 ， 为 边上的两点，且

，连接 ， ，则下列结论：① ≌ ；② 为等腰三角形；③

；④ ，其中正确的有（   ）个．

【答案】C

【解析】①∵ ， ，

∴ ， ，

在 和 中，

∴ ≌  ，故①正确．

②∵ ，

，而 ，

∴ ，

∴ ，故②错误．

③∵ ，故③错误．

④由①知 ≌ ，

∴ ， ．

∵ ，

∴ ．

∵ ， ，

∴ ．

在 与 中，

2020~2021学年浙江绍兴嵊州市谷来中学初二上学期期中第10题2分

，



3

，

∴ ≌ ，

∴ ，

在 中，由勾股定理得： ．

∵ ， ，

∴ ，故④正确．

正确的结论有①④．

故选 ．

【标注】【知识点】等腰直角三角形中的半角模型

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

3. ★★★
如图：在 中， ， ， ，把 绕点 旋转，在整个旋转

过程中，过点 作 ，垂足为 ，直线 交 于 ．

如图①，当 在 内部时，求证： ．

图
如图②，当 在 外部时，则线段 、 与 的关系为            ．

图

在（ ）的条件下，若 ， ，求 的长．

图

2020~2021学年江西南昌红谷滩新区南昌市二中（新校区）初二上学期期中第22题9分
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【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

证明见解析．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

如图①，延长 到 ，使 ，

图
∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

又∵ ， ，

∴ ，

∴ ，

∵在 和 中，

，

∴ ≌ （ ），

∴ ，

∴ ，

即 ．

如图②，在 上截取 ，

图

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，
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（ 3 ）

又∵ ，

∴ ，

∴ ，

∵在 和 中，

，

∴ ≌ （ ），

∴ ，

∴ ，

即 ，

故答案为： ．

∵ ，

∴ ，

∴ 是等腰直角三角形，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】等腰直角三角形中的半角模型

（ 1 ）

（ 2 ）

4. ★★★★
旋转变换在平面几何中有着广泛的应用，特别是在解（证）有关等腰三角形、正三角形、正方形等

问题时，更是经常用到的思维方法，请你用旋转变换等知识，解决下面的问题．如图 ， 与

均为等腰直角三角形， 与 交于点 ， 与 交于点 ．

图

以点 为中心，将 逆时针旋转 ，画出旋转后的图形，并证明

．

2020~2021学年山东东营河口区初二上学期期末五四制第25题
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如图 ，在四边形 中， ， ， 平分 ，若 ，

，则对角线 的长度为多少？

图

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

画图见解析，证明见解析．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

旋转后的图形如图 所示：

如图 ，连接 ，

图

∵ 与 为等腰直角三角形， ， ，

∴ ， ，

∵ 是由 旋转得到的，

∴ ， ， ， ，

∴ ， ，

在 与 中， ，

∴ ，

∴ ，

在 中，根据勾股定理得： ，

∴ ．

如图 ，将 顺时针旋转 到 ，连接 、 、 ，
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图

∵ 平分 ， ，

∴ ，

由旋转的性质得： ， ， ，

， ，

∴ 是等腰直角三角形，

∴ ， ，

∴ ，

∴点 ， ， ， 在同一直线上，

又∵ ， ，

∴ ，

∴ ，

在 和 中，

，

∴ ，

∴ ，

在 中，∵ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】等腰直角三角形中的半角模型

练习2

5. ★★★★
如图，点 、 分别是正方形 的边 、 上的点，连接 、 分别交对角线 于点

、 ，若 ， ， ，则正方形 的边长为            ．

2017~2018学年天津河东区初二下学期期中第18题3分
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【答案】

【解析】如图，延长 到 ，使 ，连接 ，在 上取 ，连接 ．

∵四边形 为正方形，

∴ ， ， ．

在 和 中，

，

∴ ≌ ，

∴ ．

∵ ，

∴ ≌ ( )， ≌ ，

∴ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】直接用勾股求边长；正方形中的半角模型

6. ★★★
如图，在正方形 中， 是 边上的一点， ， ，将正方形边 沿 折叠到

，延长 交 于 ．连接 ，现在有如下四个结论：① ；② ；③

；④ ．其中结论正确的序号是            ．

2020年山东济南槐荫区初三中考二模第18题4分
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【答案】①③

【解析】由题易知 ，则 ≌ ，

∴ ， ，

又∵ ，

∴ ，

∴①正确．

设 ，则 ，

又∵ ， ，

∴ ， ，

∴ ， ，

在 中，由勾股定理可得 ，解得 ，

∴ ，

又 ，

∴ 不是等边三角形，

∴②错误．

如图所示，连接 ，

由①可知 和 是对称型全等三角形，

则 ，

又∵ ，

∴ 为直角三角形，

∴ ，

∴ ，

∴③正确．

∵  8，

∴ ，

又∵ ，

∴ ，
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∴④错误，故正确结论为①③．

【标注】【知识点】正方形中的半角模型

A. 个 B. 个 C. 个 D. 个

7. ★★
如图，正方形 中， 、 为 、 上的点， ， 交 ， 于 、 ，连

接 、 ，下列结论：

① ；② ；③ 且 ；④若 为 的

中点，则 ，其中正确的有（  ）．

【答案】B

【解析】如图，将 绕点 逆时针旋转 至 ，

≌ ， ≌ ， ，

将 绕点 顺时针旋转 至 ，

≌ ， ≌ ，

2017~2018学年3月天津南开区天津市南开翔宇学校初二下学期月考第12题3分
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为直角三角形， ， ，

， ， ．

【标注】【知识点】正方形中的半角模型

（ 1 ）

1

2

3

（ 2 ）

8. ★★★★
在学习了等腰三角形的知识后，数学兴趣小组的同学们又进一步对等腰直角三角形的一些特殊线段

之间的关系进行了探究．

【尝试探究】

问题：如图（ ），在 中， ， ， ，试探究线段

、 、 之间满足的等量关系．

【探究发现】

如图（ ），小聪同学作 ≌ ，连接 ，由已知条件易得             度，

            度．

再根据“边角边”，可证 ≌            ，得到             ．

在 中，根据            定理，可得到 ，

所以 、 、 之间的等量关系是            ．

【实践运用】

回答下列问题：

如图（ ），在正方形 中， 的顶点 、 分别在 、 边上，高

与正方形的边长相等，求 的度数．

在①的条件下，连接 ，分别交 、 于点 、 ，若 ， ，则正

方形的边长为            ．

在②的条件下， ，运用小聪同学探究的结论，直接写出 的长

为            ．

2017~2018学年山东济南长清区初二上学期期末第27题12分
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【答案】（ 1 ）

1

2

3

（ 2 ）

 ;  ;  ;  ; 勾股 ; 

．

【解析】（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

如图 中，将 绕点 逆时针旋转 得到 ，连接 ．

∵ ， ，

∴ ，

∴ ．

∵ ，

∴ ，

∴ ，

在 和 中，

，

∴ ≌ （ ），

∴ ．

在 中， ，

又∵ ， ，

∴ ，

如图 中，

∵四边形 是正方形，

∴ ， ，

∵ ，

∴ ，

在 和 中，

，

∴ ≌ ，

∴ ，

同理可证 ≌ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

如图 中，
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3

旋转 到 ，则 ≌ ，

∴ ，

由探究发现： ≌ ，

∴ ，

设 ，

∴ ，

，

∵四边形 是正方形，

∴ ，

∴ ，

在 中，根据勾股定理得， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

如图 ，由（ ）知，正方形 的边长为 ，

∴ ．

由（ ）可知 ，

∵ ， ，

由探究发现得 ，

设 ，

∵ , ,

∴ ，

∴ ，

解得 ，

∴ ．

【标注】【知识点】半角模型

（ 1 ）

9. ★★★★
探究问题：

方法感悟：

如图①，在正方形 中，点 ， 分别为 ， 边上的点，且满足，连接 ，

，求证 ．

感悟解题方法，并完成下列填空：

将 绕点 顺时针旋转 得到 ，

2020~2021学年北京西城区宣武外国语实验学校初二下学期期中第27题
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（ 2 ）

此时 与 重合，

由旋转可得： ， ， ， ，

∴ ，

因此，点 ， ， 在同一条直线上，

∵ ，

∴ ，

∵ ， ，即             ，

又 ， ，

∴             ，

∴             ，故 ．

方法迁移：

如图②，将 沿斜边翻折得到 ，点 ， 分别为 ， 边上的点，且 

 ．试猜想 ， ， 之间有何数量关系，并证明你的猜想．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

； ； ．

，证明见解析．

【解析】（ 1 ）将 绕点 顺时针旋转 得到 ，此时 与 重合，

由旋转可得：

， ， ， ，

∴

，

因此，点 ， ， 在同一直线上，

∵ ，

∴
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（ 2 ）

，

∵ ，

∴ ，

即 ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

故 ．

故答案为： ； ； ．

；

如图，延长 ，作 ，

将 沿斜边翻折得到 ，点 ， 分别为 ， 边上的点，且

，

∴ ， ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

在 和 中，

，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】多边形中的半角模型

（ 1 ）

10. ★★★★
在正方形 中， ， 绕点 顺时针旋转，它的两边分别交 、 （或它

们的延长线）于点 、 ， 于点 ．

如图①，当 绕点 旋转到 时，请你直接写出 与 的数量关系．

2018~2019学年3月江苏南通崇川区崇川学校初二下学期月考第27题14分



16

A

B C

D

M

N

H

图

（ 2 ）

（ 3 ）

如图②，当 绕点 旋转到 时，（ ）中发现的 与 的数量关系还成立

吗？如果不成立，请写出理由；如果成立，请证明．

BB CC

DD

图

如图③，已知 ， 于点 ，且 ， ，求 的长．（可

用（ ）中得到的结论）

图

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

数量关系还成立， ，证明见解析．

．

【解析】（ 1 ）∵四边形 是正方形，

∴ ， ，

在 和 中， ，

∴ ≌ ，

∴ ， ，

∴ 是等腰三角形，

又∵ ，

∴ ， ，

∵ ，
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（ 2 ）

（ 3 ）

∴ ， ，

∴ ，

在 和 中， ，

∴ ≌ ，

∴ ．

数量关系还成立，如图②，延长 至 ，使 ，连接 ，

A

B C

D

M

N

H
E

图

∵四边形 是正方形，

∴ ， ，

在 和 中， ，

∴ ≌ ，

∴ ， ，

∵ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

在 和 中， ，

∴ ≌ ，

∴ ， ，

∵ 、 是 和 对应边上的高．

∴ ．

如图③，分别沿 、 翻折 和 ，得到 和 ，

图
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∴ ， ， ，

分别延长 和 交于点 ，得到正方形 ，

由（ ）可知， ，

设 ，则 ， ，

在 中，由勾股定理，得 ，

∴ ，

解得 ， （不符合题意，舍去），

∴ 的长为 ．

【标注】【知识点】正方形中的半角模型

练习3

A. 锐角三角形 B. 直角三角形 C. 钝角三角形 D. 不确定

11. ★★★
已知：如图，等边三角形 中，点 、 在边 上，且 ．则以线段 、 、

为边长的三角形的形状是（   ）．

【答案】C

【解析】如下图，将 绕点 顺时针旋转 ，得到 ，连接 即可得解．

【标注】【知识点】旋转性质综合应用
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12. ★★
如图，在四边形 中， ， ． ， 分别是线段 ， 上的点，且

．若 ， ，则             ．

【答案】

【解析】延长 至 使 ，连接 ．

∵ ，∴ ，

∵ ，∴ ≌ ，

∴ ， ，

∴ ，

∴ ，∴ ，

又 ，∴ ≌ ，

∴ ，∴ ．

【标注】【知识点】全等三角形的对应边与角

图

（ 1 ）

13. ★★★★
在四边形 中， ， ， ， ， ， 绕

点旋转，它的两边分别交 ， （或它们的延长线）于 ， ．

当 绕 点旋转到 时（如图 ），求证： 是等边三角形．

2017~2018学年广东深圳福田区深圳实验学校中学部初一下学期期末第23题7分
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图

（ 2 ）

图

（ 3 ）

当 绕 点旋转到 时（如图 ），线段 ， ， 之间存在怎样的数量关

系？请证明．

当 绕 点旋转到 时（如图 ），线段 ， ， 之间存在怎样的数量关

系？请直接写出该数量关系．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

证明见解析．

，证明见解析．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

证明：在 和 中，

，

∴ ≌ ，

∴ ，

又∵ ，

∴ 是等边三角形．

．

如图，将 绕点 顺时针旋转 ，

∵ ， ，

∴ 点与 点重合，

∴ ， ，

∵ ， ， ，
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（ 3 ）

∴ ，

在 和 中，

，

∴ ≌ （ ），

∴ ，

∴ ．

．

理由：如图，将 绕点 顺时针旋转 ，

∵ ， ，

∴ 点与 点重合， ，

∴ ， ，

∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

在 和 中，

，

∴ ≌ （ ），

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】半角模型

二、 对角互补模型

练习4

14. ★★★
在四边形 中， ， ， 于 ，四边形 的面积为

，求 的长．

2018~2019学年福建龙岩新罗区龙岩市第五中学初二下学期期中第23题10分
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【答案】 ．

【解析】根据 、 将 绕点 逆时针方向旋转 ，

如图，

∵ ，

∴ ，

∴ 、 、 共线，

又∵ ， ，

∴四边形 为正方形，且面积为 ，

∴ ．

【标注】【知识点】旋转性质综合应用

15. ★★★
如图，在四边形 中， ， ， 于点 ．若 ，

， ，则四边形 的面积为            ．

【答案】

2019年陕西西安碑林区西安交通大学附属中学初三中考二模试卷及解析第14题3分
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【解析】将 绕点 逆时针旋转使 与 重合，得 ，

∵ ，

∴ ， ， 三点共线．

即 ， 得 ≌ ．

∴ ，

，得 ．

∴ ．

∴ ．

【标注】【知识点】对角互补模型；HL

四边形

A. B. C. D.

16. ★★★
如图，在等腰直角 中， ，点 是 的中点，且 ，将一块直角三角板的直

角顶点放在点 处，始终保持该直角三角板的两直角边分别与 、 相交，交点分别为 、 ，

则 （   ）．

【答案】B

【解析】连接 ，

2020~2021学年山东济南天桥区初二上学期期中第12题4分
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∵等腰直角 中， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∵点 是 的中点，

∴ ， ，

∴ ，

∵ ， ，

∴ ，

同理得 ，

∴ ≌ ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】对角互补模型

A. ①②③④⑤ B. ①③④⑤ C. ①②④⑤ D. ①②③⑤

17. ★★
如图：已知 ， ， ，直角 的顶点 是 的中点，两边 ，

分别交 ， 与 ， ，给出以下五个结论：① ；② ；③

；④ ；⑤ ．上述结论中始终正确的有（  

）．

2020~2021学年10月广东深圳龙华区民治中学初二上学期月考第12题3分

四边形
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【答案】D

【解析】如图，连接 ．

∵ ， ， ，

∴ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

在 和 中，

，

∴ ≌ ，

∴ ， ，故①正确；

，

∴ 是等腰直角三角形，

∴ ，

∴ ，故②正确；

∴ ，故⑤正确；

∵ ，

∴ ，故③正确；

∵ 绕点 旋转过程中， 的长度是变化的，

∴ 的长度的变化的，而 是不变的，故④错误．

故选 ．

【标注】【知识点】对角互补模型

四边形

18. ★★★
如图，在正方形 中，点 为对角线 的中点，过点 作射线 、 分别交 、 于

点 、 ，且 ， 、 交于点 ，则下列结论中：

① 是等腰直角三角形；

② 图形中全等的三角形只有两对；

2019~2020学年9月湖南长沙天心区长郡中学初三上学期月考（长郡教育集团）第12题3分
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A. 个 B. 个 C. 个 D. 个

③ ；

④ 正方形 的面积等于四边形 面积的 倍，

正确的结论有（   ）．

【答案】C

【解析】∵四边形 是正方形，

∴ ， ，

， ，

∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

在 和 中，

，

≌ ，

∴ ， ，

∴ 是等腰三角形，故①正确，

∴ ，故③正确，

∵

，

∴ ，故④正确，

图中全等三角形有 ≌ ， ≌ ≌ ≌ ，

故②错误，

综上，正确的结论有 个，

故选 ．

四边形

正方形

正方形 四边形
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【标注】【知识点】对角互补模型

A. B. C. D.

19. ★★★
如图，等边三角形 的边长为 ，点 是 的三边垂直平分线的交点， ，绕点

旋转 ，分别交线段 、 于 、 两点，连接 ，给出下列四个结论：① ；

② ；③线段 的长始终等于 ；④四边形 的面积始终等于 ．上述结论

中正确的个数是（   ）．

【答案】B

【解析】连接 、 ，如图，

∵ 为等边三角形，

∴ ，

∵点 是 的中心，

∴ ， 、 分别平分

和 ，

∴ ，

∴ ，即

，

而 ，即 ，

∴ ，且 ， ，

∴ ≌ ，

∴ ， ，所以①正确；

∴ ，

∴四边形 的面积 ，

所以④正确；

作 ，如图，则 ，

∵ ，

∴ ，

2018~2019学年山东泰安泰山区初二上学期期末（五四制）第14题3分
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∴ ， ，

∴ ，

∴ ，

即 随 的变化而变化，

而四边形 的面积为定值，

∴ ，所以②错误；

∵ ，

∴随着 的变化， 的长度也发生变化，

故③错误．

故选： ．

【标注】【知识点】对角互补模型

20. ★★★
已知 中， ， ，点 为 边中点， ， 绕点 旋

转，它的两边分别交 ， （或它们的延长线）于点 ， ，当 绕点 旋转到 于

点 时（如图所示），易证 ．当 绕点 旋转到 和 不垂直

时，在图②和图③这两种情况下，上述结论是否还成立？若成立，请给予证明；若不成立，

， ， 又有怎样的数量关系？请写出你的猜想，不需证明．

图

    

图

    

图

【答案】证明见解析．

【解析】 在图②中， 这一结论仍然成立，理由如下：

过点 作 于点 ， 于点 ，连接 ，

初三上学期单元测试《图形的旋转》第17题
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图

∴ ，

又∵ ，

∴ ，

又∵ ，

∴ ，

∴ ，

∵ 中， ，点 是 的中点， ，

∴ ， ，

∵ 于点 ， 于点 ，

∴ ， ，

∴ ，

∴ ≌ ，

∴ ，

∵由①中结论可知， ．

∴在图②中，①中结论仍然成立；​

在图③中，①中结论不在成立，此时 ，理由如下：

如图③，连接 ，

图
∵在 中， ，点 为 中点， ，

∴ ， ， ，

∵ ，

∴ ，

四边形 四边形
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∴ ，

∴ ≌ ，

∴

．

∴ ，

∴图③中，①中的结论不在成立，新的结论是： ．

【标注】【知识点】对角互补模型

四边形

四边形

五边形

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

21. ★★★
如图 ，已知 ， 平分 ， 是 上一点， ，且与 、 分

别交于点 、 ．

图
求证： ．

如图 ，在（ ）中，当 绕点 逆时针旋转使得点 落在 的反向延长线上时，（ ）

中的结论是否还成立？若成立，给出证明；若不成立，说明理由．

图

如图 ，已知 ，求证： ．

图

【答案】（ 1 ）证明见解析．

2020~2021学年12月重庆北碚区重庆市西南大学附属中学初二上学期周测B卷第26题10分
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（ 2 ）

（ 3 ）

成立，证明见解析．

证明见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

过 作 于 ， 于 ，

图

则 ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∵ 平分 ， ， ，

∴ ，

在 和 中，

∵ ，

∴ ≌ ，

∴ ．

结论还成立，

过 作 于 ， 于 ，

图
与（ ）证法类似，根据 证 ≌ ，

则 ．

如图， ，

图
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，

即 平分 ，

过 作 于 ， 于 ．

由（ ）知： ，

∵ ，

∴ 是等边三角形．

在 上截取 ，连接 ，

∵ ，

∴ 是等边三角形，

∴ ， ，

∵ 是等边三角形，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

在 和 中，

，

∴ ≌ ，

∴ ，

∴ ，

即 ．

【标注】【知识点】对角互补模型

（ 1 ）

（ 2 ）

22. ★★★★
如图，在 中，点 为 边的中点，以点 为顶点的 的两边分别与边 ， 交于点

， ，且 与 互补．

如图，若 ，且 ，则线段 与 有何数量关系？请直接写出结论．

如图，若 ，那么（ ）中的结论是否还成立？若成立，请给出证明；若不成立，请

说明理由．
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【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

结论： ．

证明见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

结论： ．

依然成立．

过点 作 于 ，作 于 ，连接 ，

则 ，

∵ ，点 为 中点，

∴ 平分 ，

∴ ，

∵在四边形 中， ，

∴ ，

又∵ 与 互补，

∴ ，

∴ ，

∴ ≌ （ ），

∴ ．

【标注】【知识点】ASA

【知识点】等腰三角形的性质-三线合一

【知识点】等腰直角三角形的性质

【能力】运算能力

【思想】数形结合思想
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